 Capitolul 4 Conductori în câmpul electrostatic 4 1 Conductori şi izolatori După posibilitatea corpurilor de a asigura transportul sarcinii electrice, ele au fost clasificate, încă din secolul al XVIII - lea în: a) conductori electrici (materiale cu proprietatea de a transporta cu uşurinţă sarcina electrică, datorită prezenţei purtătorilor de sarcină cvasiliberi, având astfel o conductibilitate mare,  > 105 1m1 ), b) izolatori electrici (materiale în care practic nu există purtători de sarcină mobili care să asigure transportul sarcinii electrice, având astfel o conductibilitate extrem de mică,  R2  1 R 2 , adică sarcinile se aglomerează în locurile în care corpurile au curburi mari (rază de curbură mică) Repartizarea sarcinii pe conductor este evident neuniformă, depinzând de forma conductorului 4 2 3 2 Teorema lui Green Enunţ: pe suprafaţa unui corp electrizat, în echilibru electrostatic, - 98 - sarcina electrică se distribuie astfel încât densitatea de sarcină superficială în fiecare punct al suprafeţei să fie proporţională cu derivata Fig 4 6 Conductor încărcat, la echilibru electrostatic a), echivalat cu două sfere conductoare de raze diferite, legate printr-un fir conductor b) potenţialului V în direcţia normalei în punctul considerat (adică cu derivata normală a potenţialului): V    nV n (4 9) Această teoremă se mai poate enunţa şi astfel: pe suprafaţa unui corp electrizat în echilibru, sarcina se distribuie astfel încât densitatea de sarcină electrică superficială în fiecare punct al suprafeţei este invers proporţională cu distanţa la suprafaţa echipotenţială imediat vecină  Relaţia dintre câmp şi potenţial: E   V transcrisă pentru direcţia normală la suprafaţă este:      V E   V  n  E   V  n  E   V  n   n (4 10) - 99 - Pe de altă parte câmpul creat de conductorul electrizat este normal la suprafaţă şi are modulul:  E  (4 11) Din aceste relaţii rezultă că: V    n (4 12) relaţie care demonstrează teorema enunţată Conform acestei relaţii, care reprezintă teorema Green, este limpede că în dreptul punctelor în care densitatea de sarcină este mai mare suprafeţele echipotenţiale vecine sunt mai dense şi evident câmpul electric mai intens, Fig 4 6 a) 4 2 3 3 Puterea vârfurilor Anterior s-a arătat că densitatea de sarcină superficială depinde, în mod esenţial de forma corpului şi pe baza teoremei Green evident şi câmpul electric (care este derivata normală a potenţialului) va depinde în acelaşi mod de forma corpului Astfel în puncte ale corpului în care raza de curbură este foarte mică, tinzând către zero, densitatea de sarcină superfi- cială creşte foarte mult şi o dată cu ea, intensitatea câmpului electric pe su- prafaţa conductorului în acele puncte, devine foarte mare, atingând uneori valori de 106 V/m Supus acţiunii unui câmp intens, aerul din vecinătatea unui vârf se ionizează, devenind bun conducător de electricitate, în conse- cinţă sarcinile electrice care se găsesc pe vârful respectiv se vor deplasa în mediul conductor vecin Se spune că vârful respectiv se descarcă, potenţia- lul său devenind egal cu cel al corpurilor înconjurătoare Acest fenomen se numeşte puterea vârfurilor Scurgerea sarcinii prin vârfurile metalice este întotdeauna însoţită de fenomene luminoase şi sonore Dacă sarcina care se scurge prin vârf este pozitivă, atunci apare o egretă luminoasă, dacă sarcina este negativă, atunci apare o steluţă pe vârf Acesta este primul fenomen descris până acum în care cele două tipuri de sarcini (pozitivă şi negativă), - 100 - produc efecte diferite şi nu se reduce numai la o schimbare de semn pur şi simplu O aplicaţie practică a fenomenului puterii vârfurilor o constitue construirea şi utilizarea paratrăsnetelor Se ştie că norii pot deveni purtători de sarcini electrice importante, având faţă de Pământ diferenţe de potenţial foarte mari (uneori de 107V) Pentru a proteja clădirile de trăsnete (care reprezintă descărcarea bruscă a sarcinii electrice a norului faţă de Pământ) se utilizează vârfuri metalice plasate în partea cea mai înaltă a clădirilor şi legate la pământ Clădirea fiind în câmpul electric al sarcinii norului se încarcă prin influenţă astfel încât în partea dinspre nor (deci chiar în vârful paratrăsnetului), se acumulează sarcini de semn contrar celor de pe nor În vârful paratrăsnetului densitatea de sarcină de influenţă este foarte mare, câmpul creat de ea deasemenea este foarte mare astfel încât aerul din jurul vârfului se ionizează şi permite transportul sarcinii acumulate pe vârf către norul din apropiere, anihilându-i astfel sarcina Un asemenea vârf metalic este capabil să debiteze un curent de numai 10-9A, în timp ce curentul care apare într-un trăsnet este uneori de 5  10 5 A , (enorm!), deci practic paratrăsnetul ar fi ineficient Trebuie amintit însă că descărcarea prin vârfuri are loc într-un timp foarte scurt (microsecunde) şi că de fapt sarcina norului nu este prea mare, astfel încât în timp, ea poate fi neutralizată de sarcina care se scurge prin vârful paratrăsnetului Pe aceasta se bazează faptul că paratrăsnetele cu vârf sunt mult utilizate, rămânând în unele cazuri singurele mijloace de protecţie care pot fi folosite 4 2 4 Forţa exercitată asupra conductorului electrizat Presiunea electrostatică Fie un element de suprafaţă cu aria S situat în jurul unui punct M de pe suprafaţa unui corp electrizat, Fig 4 7 a,b Presupunând că în acel punct densitatea de sarcină superficială este , atunci sarcina de pe - 101 - elementul de suprafaţă S va fi q = S Elementul de sarcină q, de pe   E dist  suprafaţa S, se află în câmpul 2 0 , creat de restul de sarcină de pe suprafaţa corpului (exceptând sarcina S) Acesta va fi supus forţei electrice:    F  q  E dist  SE dist (4 13) Dacă în exteriorul corpului mai există şi un alt câmp, atunci şi el acţionează asupra lui q Aici însă pentru calculul presiunii presupunem că asupra lui q acţionează doar restul sarcinii de pe corp prin intermediul   E dist  câmpului 2 0 Dacă se înlocuieşte acesta în ecuaţia 4 13 se obţine:    2  F  S n  S n 2 0 2 0 (4 13') şi atunci forţa pe unitatea de suprafaţă, care acţionează asupra lui q, ceea ce numim presiunea electrostatică va fi: F  2 Pe   S 2 0 (4 14) Dacă se ţine seama de expresia câmpului creat de corpul electrizat în exterior (E=/), atunci presiunea se poate exprima şi-n funcţie de E ca :  2 0E2 Pe   2 0 2 (4 14') Un corp electrizat se comportă deci ca şi cum ar fi supus unei presiuni interioare a cărei mărime este dată de relaţia (4 14') Experimental presiunea electrică poate fi evidenţiată cu ajutorul unei sfere metalice de rază R, pusă în legătură cu o maşină electrostatică care îi furnizează o sarcină electrică, Fig 4 7 b) Pe partea de sus a sferei se pune un disc metalic de rază r q 2 Suprafaţa echipotenţială de Fig 4 15 Suprafaţă echipotenţală de potenţial nul în câmpul electric a două sarcini potenţial nul, dintre aceste două punctiforme de semne opuse sarcini, se obţine punând condiţia ca potenţialul electric creat de cele două sarcini într-un punct M, al suprafeţei să fie nul Potenţialul creat de cele două sarcini într-un punct M(x,y,z) este conform principiului superpoziţiei: q1 q2 VM   4r1 4r2 (4 43) Din condiţia ca potenţialul VM să fie nul rezultă: - 117 - q1 q 2 r q VM  0    1  1  r1 r2 r2 q 2 (4 44) Dar aşa cum se vede în Fig 4 15: şi r2  x   y  a  z , ca urmare ecuaţia (4 44) 2 2 2 r1  x 2  y 2  z 2 devine:  x 2  y 2  z 2  2 x 2   y  a   z 2  2   2  1 x 2   2  1 y 2   2  1 z 2  22 ya  a 2 2  0  2 2 22 a2 a 2 2 x y z  2 y 2 0  1  1 (4 45) Deci suprafaţa echipotenţială de potenţial nul este o sferă descrisă de ecuaţia (4 45) având centrul pe axa oy, în punctul O de coordonată: a2 y 0  a1  2  1 (4 46) şi având raza: a R 2  1 (4 47) Deci suprafaţa echipotenţială are centrul O la distanţa: 2 a q1 a1  2  R  R  1 q2 (4 48) de punctul A în care se găseşte q 1 , şi la distanţa: 2 a a R q2 R 2 a 2  a1  a  2 a  2  R   1  1  q1 a1 (4 49) de sarcina q 2 Dacă q 1 > q 2 , punctul A în care se află q 1 este în afara suprafeţei sferice echipotenţiale ( a 1 > R), iar punctul B în care se află q 2 se găseşte în interiorul sferei a 2 R, de centrul ei se află o sarcină punctiformă q Să se determine densitatea de sarcina superficială indusă pe plan şi sarcina totală indusă pe emisferă Se cere q' de pe emisferă Se calculează mai întâi sarcina q'' indusă pe plan prin metoda imaginilor Faţă de emisferă M imaginea sarcinii q este q1 = -qR/a , plasată la distanţa d1 r2 r1 r0 r3 = R2/a de centrul O Faţă de r plan imaginea este q 3  q , O plasată la dis-tanţa d3 = a, în q3 q2 q1 q a a raport cu O, Fig 4 18 Cu R aceste imagini potenţialul pe plan şi pe emi-sferă trebuie să rămână nul, ori se vede că Fig 4 18 Suprafaţă conductoare în prezenţa unei sarcini luînd numai q 1 , q 3 şi q acest punctiforme q lucru nu se realizează, de aceea trebuie să se considere încă o sarcină imagine q2 = -q = qR/a plasată în stânga lui O la distanţa d2 = R2/a de O, pentru a realiza potenţial nul pe plan şi emisferă Într- adevăr potenţialul într-un punct oarecare M va fi cu acest sistem de sarcini punctiforme: - 124 - 1  q q1 q 2 q 3  VM       4 0  r0 r1 r2 r3  (4 71) care într-un punct de pe plan conduce la:  R R  1 q  q q q VM '    a  a  0 4 0  r r1 r1 r     (4 72) iar pe emisferă:  qR qR  1  q q  a a VM ''       4 0  a  R R2 R2 a  R  R R  a a  1  1 1 1 1  q    0 4 0  a  R a  R a  R a  R  (4 73) Mărimile r0, r1, r2, şi r3 din ecuaţia 4 71 sunt date de relaţiile:   1 r0  r 2  a 2  2 ra cos  2 r1   r 2  d12  2 rd1 cos  2 1 (4 73’) r2   r 2  d 2 2  2 rd 2 cos  2 1 r3   r 2  a 2  2 ra cos  2 1   unde  este unghiul dintre vectorul r şi a ºinând seama de aceste relaţii, potenţialul într-un punct M este:  2      1 R 2 1  r  a 2  2 ra cos  2  r  d12  2 rd1 cos  2   q a VM    4  0  R 2 1       1   r  d 2  2 rd 2 cos  2 2  r 2  a 2  2 ra cos  2  a  (4 74) Cu aceasta, densitatea de sarcina superficială indusă pe plan va fi: VM "  0 E M  0 r r r   2 Aceasta va conduce la: - 125 - q   2r  2a cos  R 2r  2d1 cos  ' '    0   a  8 0  r 2  a 2  2ra cos 3 2 r 2  d  2rd cos 3 2  1 1   R 2r  2d 2 cos  2r  2a cos    a  r 2  d 2  2rd 2 cos  2  3 2 r 2  a 2  2ra cos 3 2  r  r   2 (4 75) E0 E2 n E3 E1 r3 r2 r1 r0 q3 q2 q1 q dr O r d2 d1 d a a Fig 4 19 Calculul densităţii de sarcină indusă pe plan   R R   q   r r1  r2 r  a a "    0 3  3  3  3 3  4  r 2  a 2  2  r 2  d 2  2  r 2  d 2  2  r 2  a 2  2    1 2     R    q  r3  r0 r  r  a 1 2    4   r 2  a 2  32  r 2  d 2  32     1  (4 76) ºinând seama de Fig 4 19, relaţia 4 76 conduce la:  q  2an  R  2d1n    qa R3 q "     a n  a2  3  4  r 2  a 2    3 2  r 2  d1 2  2   2 r 2  a 2   3 2  2 r  d2 1 2  3 2 q  a  R3       2  r 2  a 2  3 2 a r  d1 2 2 2 2 3   (4 78) - 126 - Cu aceasta sarcina totală indusă pe plan este: q    2 a R3 q' '   ' ' dS      rdrd  R 0   2  r 2  a 2  3 2  a r  d1 2 2 2 2 3   ar R3  rdr   a2  R2   q   dr  2     q     R r 2  a 2  3 2  a R r2  d 2 1  3 2  a a R 2 2  (4 79) Atunci sarcina totală indusă pe emisferă va fi:  a2  R2 a2  R2  q '   q  q"   q  q  q1   a a R 2 2  a a2  R2  (480) 4 8 Echilibrul electrostatic al sistemelor de conductoare în vid 4 8 1 Starea de echilibru a sistemului de conductoare Teorema unicităţii Până acum s-a studiat un singur conductor metalic plin sau cu cavităţi în condiţiile echilibrului electrostatic, constatându-se că starea de încărcare cu sarcină, este caracterizată de o distribuţie unică a sarcinii pe suprafaţa conductorului căreia îi corespunde o suprafaţă echipotenţială şi un volum echipotenţial al conductorului În cazul sistemelor de conductoare la echilibru electrostatic fenomenele sunt mult mai complexe Un conductor poate fi izolat şi să poarte o sarcină constantă sau poate fi ţinut la un potenţial constant faţă de Pamânt, prin conectarea acestuia la un generator electric; totodată între toate conductoarele sistemului intervine fenomenul de influenţă electrostatică În aceste cazuri distribuţiile de sarcini pe corpuri nu sunt cunoscute şi trebuie determinate ca apoi să poată fi calculat potenţialul într-un punct din spaţiu şi câmpul în acel punct Această problemă care priveşte determinarea stării de echilibru electrostatic al unui sistem de conductoare plasate în vid, ( adică priveşte practic determinarea densitaţii superficiale  pe suprafaţa conductoarelor şi  a câmpului E , în orice punct din spaţiu, datorat sistemului), se abordează în general calcu-lând potenţialul V în orice punct, ştiind că acesta este - 127 - constant pe conduc-toare şi este nul la infinit Ori, determinarea completă a stării de echilibru al unui sistem de conductoare aflate în vid revine la a găsi soluţiile ecuaţiei Laplace, care satisfac anumite condiţii la limită Găsirea soluţiei ecuaţiei Laplace, care să ia valori constante ale potenţialului pe suprafeţele conduc-toarelor, (V1 pe conductorul 1, V2 pe conductorul 2, etc ), şi valoarea zero la infinit, este aşa numita problemă Dirichlet (analizată în cadrul Ecuaţiilor Fizicii Matematice) Dacă se caută o soluţie a ecuaţiei Laplace V = 0, care să satisfacă condi- V ţiia ca derivata normală a potenţialului n , (aici, însemnând intensitatea câmpului), să ia valori constante pe anumite suprafeţe închise (în acest caz suprafeţele conductoarelor) atunci este vorba de aşa - numita problemă Neumann În ambele cazuri se arată că - dacă soluţia există şi a fost găsită, ea este unic determinată şi deci starea de echilibru a sistemului este unică Cunoscând potenţialul V, determinat aşa cum se preciza mai sus, în continuare se pot determina atât densităţile de sarcină pe baza teoremei V  Green,    0 n , cât şi câmpul prin relaţia E   V, în fiecare punct din exteriorul conductoarelor Afirmaţiile de mai sus au condus la teorema unicităţii al cărui conţinut este următorul: Câmpul electric al unui sistem de conductoare, omogene, aflate într-un mediu, liniar, izolant, neâncărcat, este determinat fie de sarcinile conductoarelor: q 1 , q 2 , q 3 , , q n ; fie de potenţialele lor: V1 , V2 , V3 , , Vn ; fie de sarcinile: q 1 , q 2 , q 3 , , q k a o parte din conductoare şi de potenţialele: Vk1 , Vk  2 , Vk3 , , Vn ale celorlalte conductoare Indiferent prin ce formă este descrisă starea de echilibru, o dată determinată ea este unică 4 8 2 Teorema suprapunerii stărilor de echilibru - 128 - În cadrul studiului stării de echilibru electrostatic al sistemelor de conductoare, se arăta că stările de echilibru se pot suprapune şi datorită  n q  V   i  liniarităţii relaţiilor dintre potenţial şi sarcini,  i 14 ri  , prin suprapune-rea lor, se obţine o nouă stare de echilibru Pentru demonstrarea acestei teoreme să considerăm un ansamblu de con- ductoare imobile în două stări de echilibru diferite, (stările de echlibru vor fi descrise prin sarcinile conductoarelor) Prima stare de echilibru este cea în care conductorul A 1 poartă sarcina q1 distribuită pe suprafaţa lui astfel încât într-un punct oarecare M1 al supra- feţei lui, densitatea superficială de sarcină este 1; conductorul A2, are 2, într-un punct M2, de pe suprafaţa lui, conductorul A3 are 3 în punctul M3,ş a m d , Fig 4 20 Dacă distanţa de la punctul M1, de pe conductorul A1  până la un punct oarecare P din spaţiu este  r1  , atunci potenţialul creat de 1ds1 dV1 P  sarcina 1dS1, în punctul P este, 4 0 r1 ; în mod similar elementul de suprafaţă de pe A2, centrat pe punctul M2, purtând sarcina 2dS2 va  ds dV2 P  2 2 creea în punctul P, aflat la distanţa  r2  de el, potenţialul:  4 0 r2 şi aşa mai departe În această primă stare de echi- libru, evident potenţialul în punctul P din spaţiu se va obţi-ne prin integrarea tuturor ter-menilor de tipul celor des- crişi dV1P , dV2 P , , dVnP  , inte- grarea fiind extinsă la suprafa- Fig 4 20 Sisteme de conductoare la echilibru electrostatic - 129 - ţa S a tuturor conductoarelor, adică: VP   4dS r S 0 (4 81) Dar dacă punctul P se află într-unul din conductoare, de exemplu în A, atunci toate punctele conductorului A au acelaşi potenţial ca în P Într-o a doua stare de echilibru, stare în care conductoarele rămân în aceleaşi poziţii, dar pe ele se află distribuită sarcina electrică cu densităţile de sarcină superficiale: 1 ', 2 ', , n ' , potenţialul în acelaşi punct P, va fi dat, în mod similar de : VP '   4' dSr S 0 (4 82) integrarea făcându-se pe suprafeţele conductoarelor Ca şi în cazul anterior dacă punctul P se află pe conductorul A, potenţialul VP ' este potenţialul întregului conductor A, în această stare de echilibru a sistemului Într-o a treia stare de echilibru să presupunem că pe conductorul A1, se află sarcina electrică având în punctul M1 densitatea, 01  1  1 ' ; pe conductorul A2 se află în punctul M2 densitatea 02  2  2 ' , ş a m d pe conductorul An în punctul Mn se află 0n  n  n ' În acest caz noul sistem de sarcini de pe ansamblul de conductoare, rămase în exact aceleaşi poziţii, produce în punctul P un potenţial având expresia:   VoP   4' dS r V P  VP ' S 0 (4 83) Integrarea se face şi aici, la fel pe suprafeţele tuturor conductoarelor din sistem Se observă, că potenţialul conductorului A, în această a treia stare, este suma potenţialelor de pe conductorul A în celelalte două stări de echi- libru a sistemului, V0  VP  VP ' şi cum VP şi VP ' sunt constante în orice punct al conductorului A rezultă că şi-n starea a treia, potenţialul V0 este acelaşi în tot conductorul A deci şi a treia stare, este tot o stare de echilibru - 130 - a sistemului de conductoare Prin suprapunerea a două stări de echilibru, se înţelege că în fiecare punct al unui conductor oarecare densitatea de sarcină superficială 0 devine egală cu suma densitătilor  şi ' care existau în acelaşi punct pe suprafaţa conductorului în stările de echilibru care sau suprapus Acelaşi lucru se poate spune despre sarcina electrică În acelaşi timp s-a constatat că prin suprapunerea mai multor stări de echilibru, poten-ţialul unui conductor în noua stare de echilibru este egal cu suma algebrică a potenţialelor la care se găsea acest conductor în stările de echilibru ante-rioare ( V0  VP  VP ' ) Concluziile care au fost prezentate până aici sunt va-labile şi atunci când se suprapune de mai multe ori o aceeaşi stare de echili-bru ªi în general rămân valabile aceste concluzii şi când o stare de echilibru se caracterizează printr-o densitate superficială de forma unei combinaţii liniare: 0  m  n' unde m şi n sunt numere oarecare În acest caz potenţialul într-un punct de pe un conductor oarecare va fi: V0  mV  nV' (4 84) Totodată fiecare conductor va avea sarcina: Q0  mQ  nQ' (4 85) unde Q şi Q' sunt sarcinile pe care le avea conductorul în cele două stări de echilibru care se suprapun iar Q0 este sarcina pe care o are conductorul în noua stare de echilibru Deci prin cele de mai sus s-a demonstrat teorema suprapunerii stărilor de echilibru care afirmă că: într-o nouă stare de echi- libru, într-un punct din spaţiu, din conductoare sau din afara lor, densi- tăţile de sarcini, potenţialele şi sarcinile sunt egale cu suma algebrică a celor corespunzătoare stărilor suprapuse; iar câmpurile electrice se    adună vectorial: E 0  E  E' - 131 - - 132 - 